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1 はじめに
非線形の効果を考慮した Cox比例ハザードモデル (Cox回帰モデル)(Cox (1972))について，一
つのモデリングのプロセスを提案する．Cox回帰モデルは，生存時間とそれに関係する複数の要因
を結びつける有用なモデルとして，医学，工学，経済学など様々な分野で広く用いられている．そ
の特徴は，生存時間データの解析において，ハザード関数を生存時間に依存する項と，共変量に依
存する項に分けて考えることができる点にある．
このモデルは共変量に対して対数線形性を仮定しているが，与えられたデータに対して効果が非
線形的に関係している共変量がある場合は，対数線形性の仮定が成り立たない．非線形的な効果を
含むモデルを考えることによって，既存の Cox回帰モデルよりも柔軟なモデルを構成することが
できるが，このようなモデルを導入する際，推定方法やモデルの評価に対してに新たな問題が生
じる．ここでは非線形変量を含む Cox回帰モデルを正則化最尤法によって推定し，推定したモデ
ルの良さを評価するために一般化情報量規準 (Generalized information criterion ; GIC)(Konishi
and Kitagawa (1996))を導出した．このモデリングのプロセスを通して，生存時間に影響を与え
る要因を探索する方法を提示した．
2 Cox回帰モデルとその非線形化
Cox回帰モデルとは，与えられた生存時間データからハザード関数 (t)をモデル化したもので
ある．ハザード関数とは，例えば，時間 tまで生存していた患者が次の瞬間に死亡するリスクの度
合いと考えることができる．
確率変数 T をあるイベント (たとえば死亡，発病のことである．) が発生するまでの時間とし，
共変量 (寿命に関わりそうな要因．例えば性別や喫煙習慣等)を x = (x1; x2;    ; xp)T とする．こ
のとき，ハザード関数 (t)は以下のように定義される．
(tjx) = lim
t!0
Pr(t  T  t+t j T  t;x)
t
: (1)
Cox(1972)は，このハザード関数を以下のように表わした．
(tjx) = 0(t) exp(Tx): (2)
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ここで，0(t)はベースラインハザードと呼ばれる時間 tのみに依存する関数で，仮定は何もおか
ない．この式が一般に Cox回帰モデルと呼ばれるものである．
このモデルは共変量に対して対数線形性，すなわち exp()の中身が線形結合で表わされること
を仮定しているが，与えられたデータに対して効果が非線形的に関係している共変量 xがある場合
は，対数線形性の仮定が成り立たない場合が考えられる．このとき，その共変量のみを考えた場合
のハザード関数は，ある関数 s(x)を用いて，
(tjx) = 0(t) exp[s(x)] (3)
と表わせる．ただし，s(x) は，ある非線形関数 fj(x) (j = 1; 2;    ;m)(基底関数と呼ばれる) と
定数ベクトル b = (b1; b2;    ; bm)T により，s(x) =
Pm
j=1 bjfj(x) と表わせるものとする．基底
関数としては，例えば，スプライン，B-スプライン，動径基底関数があげられる．複数の共変量
が存在し，その中の一部が非線形に関係する共変量する場合は，加法モデルやセミパラメトリッ
クモデルの概念を適用すれば良い (Hastie and Tibshirani (1990)，Green and Silverman (1994)，
Ruppert, Wand and Carroll (2003))．
3 非線形 Cox回帰モデルのパラメータの推定
通常 Cox回帰モデルのパラメータの推定には以下の式で与えられる部分尤度 (Cox (1972))を用
いる．
PL() =
dY
i=1
exp(Tx(i))P
j2R(t(i)) exp(
Txj)
: (4)
しかし，非線形 Cox 回帰モデルのパラメータの推定に対してこの部分尤度をそのまま用いると，
与えられたモデルは不安定なものとなってしまう (Malloy et al. (2009))．この問題に対処するた
めに，ここではまずベースラインハザード 0(t)に対して確率構造を組み込み，その結果構成され
た Cox回帰モデルをもとにして，正則化最尤法を用いてパラメータを推定する．ベースラインハ
ザードに組み込む確率構造としては，生存時間を表わす確率分布が適当である．例えば，指数分布
Exp() やワイブル分布Weibull(a; ) が挙げられる．具体的には，組み込んだ確率分布のハザー
ド関数を用いて非線形 Cox回帰モデルを表し，それをもとにして確率密度関数 g(tjx)を定義する．
正則化対数尤度関数は，推定するパラメータを  として，以下のように与えられる．
l() =
nX
i=1
log g(tijxi)  n
2
bTKb: (5)
ここで，K はmmの非負定値符号行列で，は平滑化パラメータと呼ばれる．推定値 ^ は，こ
の正則化対数尤度関数を最大化するような  によって与えられる．
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4 非線形 Cox回帰モデルの GICによる評価
正則化最尤法のように，最尤法の枠を超えた様々な方法でモデルのパラメータを推定したとき，
モデルの評価基準はどのようにすればよいかが問題点として残る．この問いに答えるのが，一般化
情報量規準 GIC(Konishi and Kitagawa (1996), (2008))である．GICによって，最尤法をはじめ
として，ロバスト推定，ベイズ推定，正則化法などによって推定されたモデルの評価基準を統一的
に導出できる．
正則化最尤法によりパラメータを推定したモデルに対する GICは，以下のように与えられる．
GIC =  2
nX
i=1
log g(yijxi; ^) + 2trfR( P ; G^) 1Q( P ; G^)g: (6)
ただし，
 P (yi;) =
@
@
l() (7)
で，R( P ; G^); Q( P ; G^)は，おのおの次式で与えられる行列とする．
R( P ; G^) =   1
n
nX
i=1
@ P (yi;)
T
@

=^
;
Q( P ; G^) =
1
n
nX
i=1
 P (x; ^)
@ log g(yijxi;)
@T

=^
: (8)
この GICを最小にするようなモデルが最適なモデルとして選択される．したがって，平滑化パ
ラメータ  や基底関数の個数 mの様々な値に対応して決まる統計モデルの情報量規準 GICを最
小にする を最適な値として選択する．
5 まとめと今後の課題
本研究では，共変量が非線形的な効果を及ぼす場合を考慮した Cox回帰モデルである非線形 Cox
回帰モデルのモデリングのプロセスを提示した．その際にモデル評価の問題に対するアプローチと
して，様々な推定方法に対して適用できる一般化情報量規準 GIC(Konishi and Kitagawa (1996),
(2008))による評価を提案した．また実際にベースラインハザードに対して指数分布とワイブル分
布のハザード関数を組み込み，それぞれの場合で GICを導出することができた．
また，本研究では非線形 Cox回帰モデルのモデリングのプロセスを理論的に記述したが，この
モデリングが実際の生存時間データの解析に有効に機能するかどうかを数値実験学を通して検証す
る必要があり，また GCVや GBICなどといった他のモデル評価基準との比較検証も課題として
挙げられる．
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